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Carl Ludwig Siegel wurde als einziges Kind seiner Eltern am 31/12/1896 
in Berlin geboren. Nach dem Besuch der dreijahrigen Volksschule und von 
3 Jahren Realschule machte er das Eintrittsexamen an der Oberrealschule. 
Dariiber berichtet er: “Besonders der Unterricht in Mathematik war 
schlecht, ich fiirchtete beim Ubertritt in die Oberrealschule deswegen in 
Schwierigkeiten zu kommen. Mit dem Alter von 14 Jahren hatte ich begon- 
nen, selbststandig Mathematik zu lernen und geometrische Aufgaben zu 
l&en. Andererseits hatte ich schon friihzeitig Freude und Geschick beim 
Zeichnen, weshalb ich bei einem guten Mathematikunterricht vielleicht 
doch Maler geworden ware!” 
Nach seiner Erzahlung hatte er such ein schlechtes Verhlltnis zu seinem 
Mathematiklehrer. Bei Schularbeiten begann er sofort mit dem 
schwierigsten Beispiel und erreichte immer die Losung des Problems. Dafiir 
blieb fur die leichten Beispiele wenig Zeit, der Lehrer aber bewertete alle 
Beispiele gleich. Nach seinem Abitur 1915 nahm Siegel das Studium der 
Mathematik, der Theoretischen Physik,. und Astronomie an der Berliner 
Universitat auf. Zur besseren Vorbereitung wollte er von der Stadtischen 
Biicherei das Buch von Weber “Algebra” entlehnen. Da aber die beiden 
ersten Bande bereits entliehen waren, erhielt er nur den 3.Band. Der Inhalt 
war wohl wichtig, aber sehr schwer. Oft erzahlte er, wie er im 1. Semester 
zur Vorlesung iiber Zahlentheorie von Frobenius kam. Im 
3. Semester-Friihjahr 1917-war er durch eine Bemerkung in einem Vor- 
trag von I. Schur zum Studium der Arbeit von Thue im Crelle’schen Jour- 
nal 1909 angeregt worden. Die Bemerkung bestand darin, dal3 im Gegen- 
satz zur Pellschen Gleichung, auf der Kurve mit der Gleichung x3 - u’y’ = 1 
nur endlich viele Gitterpunkte liegen, obwohl sich die Kurve ins Unend- 
lithe erstreckt. Diese von I. Schur zitierte Arbeit von Thue war nur von 
ganz wenigen Mathematikern studiert worden. Thue, der geniale AuBen- 
seiter, war auf diese Probleme gekommen durch den Versuch, die Fer- 
matsche Vermutung zu beweisen. Wie Siegel erzahlte, hat sich Thue noch 
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in seinem letzten Lebensjahr, im Krankenhaus, damit beschaftigt. Siegel 
sagte selbst, darj er beim Studium zunachst durch die vielen Parameter 
ganz verwirrt war. Aber mit eiserner Energie gelang es ihm, durch Ein- 
fiihrung eines weiteren Parameters, eine Verschlrfung des Resultats von 
Thue zu erzielen. Er schrieb sein Ergebnis in konzentrierter Form nieder, 
dabei so da13 ihm I. Schur die Arbeit ohne genaues Studium zuriickgab, 
was ihn sehr enttauschte. Inzwischen wurde Siegel zum Militar nach 
StrarJburg einberufen, allerdings nach fiinf-fur ihn sehr schweren 
Wochen-wieder entlassen. Zunachst war er dann als Hauslehrer tatig, 
nahm aber im Sommersemester 1919 wieder sein Studium an der Univer- 
sitlt Giittingen auf. Fiir E. Landau muljte er seine Entdeckung nochmals 
umarbeiten, bis dieser endlich zufrieden war. Er promovierte damit am 
2/6/1920. Landau hob stolz hervor, da13 er die Entdeckung Siegels 
unterstiitzt habe, wahrend die Berliner Kollegen die Arbeit nicht verstan- 
den hatten. Dieser Seitenhieb Landaus erklart sich daraus, daB es immer 
Landaus Wunsch war, in einer GroBstadt tatig zu sein. 1920/21 bekam 
Siegel einen Lehrauftrag bei E. Hecke, nahm an dessen Seminar teil, hielt 
sich aber nach Aussagen H. Behnkes vom Mathematischen Leben in Ham- 
burg fern. Mit Begeisterung kehrte er nach Gottingen zuriick und war 
3 Semester lang Assistent bei R. Courant. Dariiber sagte er in seinem 
Lebenslauf “diesem giitigen Menschen und tiichtigen Gelehrten bin ich 
wahrend der kommenden fiinfzig Jahre bis zu seinem Tod in Dankbarkeit 
verbunden geblieben.” 
Mit den Arbeiten zur additiven Zahlentheorie algebraischer Zahlkorper 
habilitierte er sich am 10/12/1921, wurde aber schon am l/8/1922 als 
Nachfolger von Schijnfliess Professor in Frankfurt. Hier schloB er enge 
Freundschaft mit Dehn, Hellinger, Szasz, und Epstein und er nahm mit 
Begeisterung am mathematischen, historischen Seminar teil, das ihn sehr 
beeinfluDte. Auch A. Weil war Teilnehmer dieses Seminars. Wegen 
Uberanstrengung mul3te Siegel aber seine wissenschaftliche Tltigkeit unter- 
brechen. Er hatte 1921 und 1922 drelzehn Publikationen veroffentlicht. 
1926 begann er wieder wissenschaftlich zu arbeiten. 1930 war er ein 
Semester in Gottingen. Im Jahre 1933 bewirkten die politischen Ereignisse, 
da13 viele seiner Kollegen ihre Tatigkeit an der Hochschule einstellen 
mu&en. Obwohl er davon nicht betroffen war, erschiitterten ihn diese 
VorgPnge so, daB er 1935 in die USA ging. Am l/1/1938 kehrte er nach 
Deutschland zuriick und nahm eine Professur in Gijttingen an. Diese 
Berufung war auf Betreiben des damaligen Direktors H. Hasse erfolgt. Bald 
aber traten zwischen diesen beiden Personlichkeiten, die sich schon seit 
ihrem Studium kannten und schltzten, Spannungen auf. Dies zeigte sich 
bereits im gemeinsamen Seminar, das dem Studium der Siegelschen grof3en 
Arbeit aus den Denkschriften der PreuDischen Akademie gewidmet war. 
Eine Habilitationsangelegenheit-die beriihmte Affare Ziegenbeinerhohte 
CARL LUDWIG SIEGEL 375 
die per&lichen Differenzen, die dann zu einer grundsltzlichen Aussprache 
und zum endgiiltigen Bruch der beiden ftihrte. Siegel entschloB sich, 
Deutschland zu verlassen und ging im Friihjahr 1940 iiber Norwegen an 
das Institute for Advanced Study in Princeton. Bis 1945 hatte er hier ein 
Forschungsstipendium und wurde ab 1945 Permanent Member. Im Winter 
1946/47 kam er mit dem ersten Soldatenzug nach Gottingen als Gast 
zuriick. 1951 wurde er wieder Professor in Gottingen, lieB sich 1959 
emeritieren, i.ibte aber bis 1967 seine Vorlesungstatigkeit aus. In dieser Zeit 
hielt er mehrmals Gastvorlesungen am Tata Institute of Fundamental 
Research in Bombay. Er sagte immer, dab er sich in Indien sehr wohl 
geftihlt hat. Am 4/4/1981 starb er in Gottingen. 
Er hat viele Ehrungen erhalten, war mehrfacher Ehrendoktor, so 
eben such an der ETH-Zurich und in Base]. Die Ehrenmitgliedschaft am 
Tata Institute schltzte er besonders, da damals aul3er ihm nur Dirac diese 
Ehrung hatte. 1963 wurde ihm der Orden Pour le Merite verliehen. Er ist 
gerne gereist, hielt an vielen Hochschulen Vortrage, beklagte sich aber in 
spateren Jahren, da8 es ihm seine Gesundheit nicht mehr erlaube, groDe 
Reisen zu unternehmen. Er liebte die Schweizer Berge, verbrachte immer 
seine Ferien in diesem schonen Land, war jahrelang in Pontresina und 
zuletzt in Flims. In den letzten Jahren mu&e er sich allerdings mit 
Spaziergangen in Gottingen begntigen. 
Jetzt mochte ich kurz die wissenschaftlichen Arbeiten von Siegel 
besprechen. Vor allem mochte ich die Arbeiten des jungen Siegel behan- 
deln, da diese fiir sein spateres Werk doch entscheidend geblieben sind. Er 
hat selbst zum Ausdruck gebracht-ungefahr 1975-da0 er seine 
wissenschaftliche Konzeption schon vor dreiI3ig Jahren ins Auge gefal3t hat, 
deren Ausfiihrungen er spater verwirkiicht hat. Er war aktiv tatig, bis zum 
80. Lebensjahr in dem er sich entschlol3, nichts mehr zu publizieren. Die 
Arbeiten die noch nicht vollstandig ausgeftihrt waren und nur in Ansatzen 
vorlagen, hat er vernichtet, sodab kein wissenschaftlicher NachlaD vorhan- 
den ist. 
1. THUE~IEGEL 
Wir wollen nun zum Besprechen des Werkes von Siegel ubergehen und 
dieses in mehrere Abschnitte gliedern: Der erste Abschnitt sol1 sich mit dem 
Problemkreis “Thue-Siegel,” wie er heute genannt wird, beschaftigen. 
Er gliedert sich in zwei Teile: (1) Approximation algebraischer Zuhlen 
durch rationale Zuhlen, bzw. allgemeiner! durch algebraische Zahlen nach 
unten und (2) Anwendung auf Diophuntische Gleichungen. 
Wir wollen uns zunachst der ersten Frage zuwenden! 
Es ist wohl bekannt, dal3 sich jede irrationale Zahl durch rationale 
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Zahlen p/q bis auf den Fehler q ~’ approximieren 1tiBt. Liouville hat nun 
gezeigt, daD sich jede reelle algebraische Zahl von einem Grad g >, 2 nicht 
besser approximieren ltil3t, als cq-R (Zahlen, die sich besser approximieren 
lassen, sind dann notwendigerweise transzendente Zahlen, die heute such 
Liouvillesche Zahlen genannt werden). Man sieht sofort, da13 dies fiir g = 2, 
fiir quadratische Irrationalittiten, such die beste Aussage ist. A. Thue hat in 
seiner, schon vorher zitierten, beriihmten Arbeit 1909 gezeigt, da13 man 
diese untere Abschltzung zu g/2 + 1 + E (E > 0) verbessern kann, wenn 
g > 2 ist. Bei dem Beweis dieser Abschatzung mu13 er das Schubfach-prinzip 
beniitzen, sodal es nicht miiglich ist, die zugehiirige Konstante c die jetzt 
such von E abhtingt, konstruktiv zu bestimmen. Allerdings war es ihm in 
vorhergehenden Arbeiten fiir gewisse Irrationalitgten gelungen, such ohne 
das Schubfachprinzip auszukommen. Siegel gelingt es nun, in seiner Disser- 
tation (Arbeit Nr. 1 und 2)’ die Zahl g/2 + 1 durch 2 & zu ersetzen, ja 
sogar etwas noch Besseres zu erreichen, allerdings wieder unter Verwen- 
dung des nicht konstruktiven Schubfachprinzipes. Er betrachtet dariiber 
hinaus in diesen Arbeiten such Verallgemeinerungen, wo die rationale Zahl 
p/q durch eine algebraische Zahl, natiirlich von einen Grad <g ersetzt 
wird. Es gelingt ihm auDerdem in diesen Arbeiten unter zudtzlichen 
Voraussetzungen die vorher angegebene Schranke zu verkleinern. Diese 
zusltzlichen Voraussetzungen konnten allerdings erst von F. J. Dyson 1947 
beseitigt werden, indem er die Siegelsche Schranke durch & ersetzen 
konnte. Diese Verschtirfung erscheint geringfiigig, wenn man das Ziel vor 
Augen hat, die Schranke 2 zu erreichen, wie es schon friihzeitig vermutet 
wurde. 
Die neue Technik von Dyson-krtiftig verallgemeinert von 
K. F. Roth-ermGglichte es nun 1955 dieses Ziel zu erreichen. Sie ist aber 
wieder von nicht konstruktiver Art. Man mu13 aber beachten, dal3 zu dieser 
Schranke von Roth noch das E hinzukommt. Es ist sicher nicht mijglich fiir 
algebraische Zahlen vom Grad g > 3 das E zu streichen. Vermutet wurde 
schon seit lgngerer Zeit aus mal3theoretischen Griinden, daB man q2+E 
durch q2 log q verbessern kann. Eine weitere Verschlrfung wire dann im 
allgemeinen unmiiglich. Der russische Mathematiker Buluta hat nun in 
mehreren Vortrsgen angektindigt, dieses schgrfere Resultat erreichen zu 
kiinnen und sogar in konstruktiver Weise; ob das stimmt, kann im Augen- 
blick nicht gesagt werden. Man bemiiht sich, wie die letzte Tagung in 
Oberwolfach gezeigt hat, die Schranken von Siegel fiir gewisse 
Irrationalzahlen konstruktiv, ja sogar die Schranke von Dyson zu 
erreichen. Hier ist vor allem das Werk von Bombieri hervorzuheben. Wenn 
man nur ein etwas stgrkeres Resultat, als das Liouvillesche erreichen will, 
’ Die Arbeiten von C. L. Siegel sind zitiert gem&s der in Bd. 4 der Gesammelten Werke 
(Springer, 1979), S. 331-336 gegebenen Liste. 
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so hat schon Thue gezeigt, wie man das in Spezialfallen erreichen kann; 
Gelfond hat dieses Programm weiter verfolgt und A. Baker hat dies such 
erreicht. Er zeigt (g > 3) konstruktiv Itl - p/q1 > qeg exp(log’/(g+2)q) in 
beriihmten Arbeiten, die ihm die Fields-Medaille eingebracht haben. Man 
kann nun fragen und damit kommen wir zum 2. Teil dieses Fragekreises, 
warum diese Verscharfungen so interessant sind. Nun ist die 
Approximation von Irrationalzahlen durch rationale Zahlen stets von 
grundsltzlicher Bedeutung, wie schon die Pythagoraer gewul3t haben, die 
sich mit der Approximation von Quadratwurzeln beschiftigt haben und 
zwar mit Hilfe der Liisungen Diophantischer Gleichungen, also der 
Pellschen Gleichung und verwandter Gleichungen x2 - dy* = m, wobei das 
m dem Betrag nach klein gewahlt wurde. Sie tinden dies sehr ausfiihrlich in 
den Biichern von van der Waerden und such in dem neuen Buch von 
A. Weil behandelt. Die Verscharfungen von Thue und Siegel usw. dienen 
nun dazu, aufzuzeigen, da13 gewisse Diophantische Gleichungen hliheren 
Grades nur endlich viele ganzzahlige Losungen haben. Betrachten wir z.B. 
die Gleichung 




wobei f(t) irreduzibel ist. Unter der Annahme, da0 diese Gleichung 







unendlich viele Losungen hat, was z.B. der Ungleichung von Thue 
widerspricht. Fur die Anzahl A der Liisungen erhalt man A < (4H)*gZ e3 + 
exp(643g2) (H = Htihe vonf). Mit der Methode von Baker erhalt man fur 
die Lbsungen (x, y) der Gleichung die Abschatzung: max(lxl, Iyl) < 
exp[(gH)‘10g)5+ (log Ic~)*~+* 1. Fiir die Verscharfung des Thueschen Satzes 
konnte Siegel fur eine grohere Klasse von Gleichungen nachweisen, dalj 
derselbe Sachverhalt gilt. 1926 konnte er nun durch Kombination dieser 
Methode in Verbindung mit einem Mordellschen Satz zeigen, dag auf jeder 
elliptischen Kurve iiber Q, also auf Kurven vom Geschlecht 1, nur endlich 
viele ganzzahlige Punkte liegen. In Verbindung mit der These von A. Weil 
konnte er dies such zeigen fur Kurven vom Geschlecht griiger als 1. Dazu 
ist nun folgendes historisch zu bemerken! Mordell hat damals, als er diesen 
Satz bewies, die Vermutung ausgesprochen, dal3 fur solche Kurven vom 
Geschlecht grijl3er als 1 mehr gilt, daB namlich auf solchen Kurven nur 
endlich viele rationale Punkte liegen. (Fur Kurven vom Geschlecht 1 kann 
es fur z.B. y2=x3-2.x; x3+y3=9:xo=2, y,=l; x,+,=x,(xi+2y;3)/ 
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t-y;: - Yh Y, + I = y,,( y: + 2.x:)/( yi - x;1) vorkommen, dalj unendlich viele 
rationale Punkte darauf liegen). ‘Aus dem Beweis der Mordellschen Ver- 
mutung folgt, daB z.B. die Fermatsche Gleichung x” + y’ = ? fur n > 5 nur 
endlich viele ganzzahlige Lijsungen hat (von den trivialen LSsungen 
abgesehen). Siegel konnte diese Mordellsche Vermutung nicht voll 
beweisen und dies war wohl such der Grund, warum er diese Arbeit nur in 
Manuskriptform in der Bibliothek des Frankfurter Seminars auflegte, mit 
der Begriindung (wir sind im Jahre 1926): “Es sind schon zu viele Arbeiten 
erschienen!” Landau wurden seine Ergebnisse mitgeteilt, z.B. (meiner Erin- 
nerung nach) von A. Weil, der es ablehnte, dies zur Kenntnis zu nehmen, 
denn etwas, das nicht publiziert sei, existiere fur ihn nicht, da man ja die 
Richtigkeit einer nicht publizierten Arbeit nicht kontrollieren konne. 
I. Schur lud Siegel zu einem Vortrag nach Berlin ein, mit dem Wunsch, dal3 
er iiber seine Resultate berichten sollte, und es wurden zwei Vortrage von 
Siegel gehalten, der erste behandelte den Fall g = 1. Bei der Vorbereitung 
fur den zweiten Vortrag am nachsten Tag, der den Fall g > 1 behandeln 
sollte, entdeckte Siegel eine Liicke im Beweis, und in dem Vortrag sprach 
er dann nur-nach seinen Erzahlungen-iiber die Liicke in seinem Beweis. 
Auf der Heimfahrt nach Frankfurt sah er sofort, wie sich diese Liicke 
schliel3en liesse und er teilte dies I. Schur schriftlich mit. I. Schur erwiderte 
da13 es doch zweckmal3ig ware, diese Arbeit zu veroffentlichen. Siegel 
stimmte zu, meinte aber, urn seine Absicht, nichts mehr zu publizieren 
nicht aufzugeben, da13 die Arbeit in einer miiglichst wenig gelesenen 
Zeitschrift erscheinen sollte. Es wurden dafiir die Denkschriften der 
PreuBischen Akademie in Aussicht genommen. Nun erscheint diese ganze 
Afftire nicht mehr von so grol3em Interesse, nachdem Faltings die Mor- 
dellsche Vermutung bewiesen hat und sogar den Siegelschen Satz fur g = 1 
such beweisen kann und wie er behauptet, sogar in konstruktiver Weise. Es 
sei noch bemerkt, daR Baker such den Fall g= 1 in konstruktiver Weise 
behandeln konnte, dies bedeutet natiirlich, daB man fiir die Liisungen 
obere Schranken angeben kann. 1st n der Grad des absolut irreduziblen 
Polynoms f(x, y) vom Geschlecht g, dann gilt fur jede Liisung (x, y): 
Max( 1x1, 1 yl ) < exp exp exp[ (2H)exp(3n”“] (H = Hohe von f), und dies 
kann mit dem Computer berechnet werden. Der Satz von Faltings ist ein 
Triumph der algebraischen Geometrie und der abstrakten Methoden in der 
Algebra, wie G. Faltings ja in dem Jahresbericht der DMV Bd. 86 (1984) 
scharf hervorgehoben hat. Nun ist der Beweis, an dessen Richtigkeit kein 
Zweifel besteht, noch nicht vollstandig publiziert. Dies wird allerdings in 
Kiirze geschehen; er wird aber ungefahr, wie mir mitgeteilt wurde, 200 
Seiten umfassen. Dariiber hinaus hofft man sogar, zeigen zu konnen, da13 
die Koordinaten der Torsionspunkte, also der Punkte endlicher Ordnung 
auf elliptischen Kurven, unter einer Schranke liegen, die nicht von den 
Kurven abhangt. Es wurde in Oberwolfach in einem Vortrag erlautert, wie 
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man die Ergebnisse von Faltings auf Approximation algebraischer 
Irrationalitaten durch rationale Zahlen anwenden kann, daD man also den 
Spiel3 umdrehen kann, so wie dies die Pythagoraer bei den Quadratwurzeln 
gemacht haben. 
Meine Hoffnung besteht darin, dal3 man doch einfache elementare 
Beweise fur den Satz von Faltings linden wird. Es ist doch such gelungen, 
den Weilschen Beweis der Riemannschen Vermutung fur die Kongruenz- 
Zeta-Funktion, der ja Methoden der algebraischen Geometrie beniitzt, 
durch den elementaren Beweis von Stepanow zu ersetzen. iibrigens wird 
dieser Weilsche Satz im Beweis des Satzes von Faltings beniitzt. 
Selbstverstandlich behalten die Methoden von Thue und Siegel ihren 
grundsatzlichen Wert. Es sei noch nachtraglich bemerkt, da13 Siegel fur die 
Thueschen Methoden eine sehr schone Darstellung in der Arbeit Nr. 91 
gegeben hat. 
Erganzend sei noch bemerkt daB man schon friihzeitig die Gleichung 
axn - by” = c studiert hat, ich fiihre nur die Namen Nagell, und Delone an, 
und Siegel selbst hat 1937 eine Arbeit dariiber veroffentlicht (Nr. 28). Hier 
weil3 man, da13 solche Gleichungen, ja sogar lax” - h~j”l < c, hochstens eine 
Losung in teilerfremden naturlichen Zahlen besitzen konnen, wenn 
labI nJ2 - 1 > 2 C2n - 2 
4(n n,,, ;l/G - l)y 
ist, wobei na3, a,b,c ganz c>O und A,,= 
ist. Es ware noch sehr vie1 iiber diesen ganzen 
Problemkreis zu sagen. 
Mit Diophantischen Gleichungen hat Siegel sich such spater beschaftigt. 
Ich hebe nur die Arbeit mit der Nr. 97 hervor, und zwar wurde diese Arbeit 
durch A. Weil angeregt. Gegeben ist ein algebraischer Zahlkorper H und 
iiber ihm ein K&per G und es wird nun die Gleichung 
untersucht, wobei m eine ganze Zahl aus H ist. Dabei kann die unbekannte 
Griil3e 5 such eine gebrochene Zahl aus G sein. Es wird die Frage unter- 
sucht, ob man Schranken fur diese unbekannte GroDe 5 angeben kann, 
unter der Voraussetzung, da8 die Gleichung iiberhaupt eine L&sung besitzt. 
Bei der Liisung dieser Aufgabe mu13 Siegel woraussetzen, dal3 G iiber H 
normal ist. Ich weil3 nicht, ob die Frage weiter verfolgt worden ist und von 
wem, ich erinnere mich nur an Folgendes: Siegel hat mir erzahlt, da13 ein 
damaliger Student ihn aufgesucht hat und ihm eine Losung fur den Fall, 
dalj G iiber H nicht normal ist, mitgeteilt hat. 
2. TRANSZENDENZ-UNTERSUCHUNGEN 
Wir wollen jetzt zum nachsten Gebiet iibergehen, das den ersten Teil der 
vorher erwahnten groBen Abhandlung Nr. 16 ausmacht. Es behandelt die 
380 EDMUND HLAWKA 
Transzendenz van Irrationalzahlen. Wir haben vorher besprochen, wie sich 
die algebra&hen Zahlen durch rationale Zahlen und durch algebra&he 
Zahlen niederen Grades approximieren lassen. Dies ordnet sich in die 
allgemeinere Frage ein, wie sich eine beliebige Irrationalzahl durch eine 
rationale Zahl nach unten approximieren 1aBt und allgemeiner eine 
beliebige Irrationalzahl sich durch algebraische Zahlen approximieren la&. 
Diese letzte Fragestellung ist besonders wichtig, wenn es sich urn transzen- 
dente Zahlen handelt und damit ergibt sich das Problem, festzustellen, 
wann eine Zahl transzendent ist. Hermite und Lindemann waren ja die 
ersten, die solche Transzendenzuntersuchungen durchgefiihrt haben und 
Bore1 war der erste der z.B. studiert hat, wie groI3 die Differenz der Zahl e 
zu algebraischen Zahlen ist, d.h. er hat-im modernen 
Sprachgebrauch-in Transzendenzmalj fur e bestimmt. Dazu beniitigt 
man den Begriff der Hohe H einer algebraischen Zahl X, das kann man 
delinieren als die Hohe H(P) des zugehiirigen irreduziblen Polynoms P 
iiber Z: h, + h, x + . . + h,.f welche gegeben ist durch lhoj + 1 h, 1 + . + 
(h,l. Oft ist es einfacher, so hat es Bore1 gemacht, da13 man sich ein 
Polynom mit ganzzahligen Koefhzienten mit der Hohe H vorgibt und dann 
eine Ungleichung in der Form angibt, sagen wir fur die Zahl e (n = Grad 
von P) gilt nach I. Popken (1928) 
(ci hangt nur von H ab). 
Die Beweise von Ch. Hermite und F. Lindemann wurden immer mehr 
und mehr vereinfacht und elementarisiert. Es hat aber Hessenberg in 
seinem Buch uber e und 7c bemerkt, da13 dabei der Grundgedanke der 
Beweise nicht mehr ersichtlich war. Siegel ist nun auf den Grundgedanken 
von Hermite zuriickgegangen, hat ihn aber durch eigene Ideen bereichert, 
soda0 er nicht nur neue Resultate erzielt hat, die ich dann gleich anfiihren 
werde, sondern such TranszendenzmaDe bestimmt hat. Dariiber hinaus 
zeigt er die algebraische Abhlngigkeit von verschiedenen transzendenten 
Zahlen. Eine Basis fur seine Uberlegungen ist ein Hilfssatz iiber die Liisung 
linearer Ungleichungen, das heute mit Recht Siegelsches Lemma hei& 
obwohl es schon vorher in der Literatur vorkommt. Dieses Lemma lautet 
folgendermaoen: Es seien m Linearformen L,(x),..., L,(x) in x = (x, ,..., x,) 
gegeben, wobei die KoefIizienten alle ganzzahlig sind und dem Betrage 
nach nicht gr6Ber als die ganze Zahl A liegen. Dann gibt es, wenn n > m, 
ganze Zahlen x1 ,..., x, nicht alle 0, welche das homogene Gleichungssystem 
L,(x) = O,..., L,(x) = 0 l&en und die dem Betrag nach kleiner als 
1 + (nA)“““-“) 
sind. 
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Dieses Lemma beweist er wieder mit dem Schubfachprinzip. Es wird nun 
ein System von Funktionen (Ei,..., E,) betrachtet, die er E-Funktionen 
nennt. Es sind dies ganze Funktionen, die einem System von linearen 
homogenen Differentialgleichungen geniigen, deren Koetlizienten rationale 
Funktionen in x sind. Eine E-Funktion hat die Gestalt 
wobei die Koeffizienten aus einem festen algebraischen Zahlkorper sind 
und fur alle E > 0 
Ic,J = O(e”“‘ogn) 
(m bezeichnet das Maximum der Betrage der Konjugierten von c) gilt; 
weiter gibt es eine Folge natiirlicher Zahlen qn, soda8 
qn = O(e”“‘“gn) sowie qnck ganz fur 0 < k d n ist. 
Der Name E-Funktion rtihrt daher, da13 als Beispiel die Funktion eX die 
Voraussetzungen erfiillt. Es wird die algebraische Abhlngigkeit des Systems 
(E,(x),..., E,(x)) an algebraischen Stellen untersucht. 
Es ist unmiiglich, in dieser kurzen Zeit die weiteren Gedankengange, die 
eine Kombination der Methoden von Liouville und Riemann und seiner 
eigenen scharfsinnigen Uberlegungen sind, such nur zu skizzieren. Ich 
mochte mir erlauben ein konkretes Resultat anzugeben, das sich auf die 
nullte Bessel-Funktion bezieht: Es ist (P,(J,({), &,({))I > cH-‘23”2g4 (l 
algebraisch vom Gradg). Die Untersuchungen wurden spater von 
A. Shidiofsky verallgemeinert (1967) und die Voraussetzungen in bedeuten- 
dem MaBe abgeschwacht, allerding gestatten sie nicht, wie Siegel (Nr. 96) 
splter bemerkt hat, quantitative Resultate, wie z.B. TranszendenzmaBe 
anzugeben, da indirekte Schltisse benutzt werden. 
Im letzten Abschnitt seiner grol3en Arbeit leitet er such 
IrrationalitatsmaBe, fiir Zahlen von denen man nicht erwarten kann, da13 
sie transzendent sind, her. Dabei werden die sogenannten G-Funktionen 
C c,x”, die einen endlichen Konvergenzradius haben betrachtet. 
Dieser Abschnitt ist sehr kurz gefaDt und die Resultate sind zum Teil nur 
angegeben und nicht bewiesen, wie such schon Th. Schneider in seinem 
Nachruf in den Sitzungsberichten der Gijttinger Akademie bemerkt hat. 
Einen Teil davon hat Schneider bewiesen, aber ich wei nicht, ob er sie 
publiziert hat. H. Hasse hat mir gegeniiber einmal die Meinung vertreten, 
da0 vielleicht das Ziel dieses Abschnittes ein Beweis der Fermatschen Ver- 
mutung war, vielleicht nicht fur die ganze Vermutung, aber doch fur Teile 
davon, also zu zeigen, da13 d= irrational ist, wenn x rational ist. 1929 
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trat A. Gelfond mit einer neuen Methode hervor, die an eine Arbeit von 
G. Polya anschliel3t. Siegel kombinierte in der Arbeit Nr. 17 (1932) seine 
Methode mit der Methode von Gelfond und er erhielt neue Resultate iiber 
transzendente Zahlen, die dann von Th. Schneider ( 1934) verallgemeinert 
wurden. Es sei noch historisch bemerkt, dal3 Siegel iiber die Theorie der 
transzendenten Zahlen und Irrationalzahlen drei Dissertationen vergeben 
hat, und zwar als erste Dissertation iiberhaupt die an W. Maier (1925). 
C. L. Siegel hat stets das Verdienst von W. Maier an der Abfassung der 
groBen Arbeit Nr. 16 hervorgehoben. Maier war ja spater Professor in Jena 
und er hat sich dann vor allem mit der Untersuchung von Eigenschaften 
gewisser Zeta-Funktionen beschaftigt. Siegel sagte zu mir einmal in Flims 
wahrend einer Wanderung: “... Maier zetert viel.” Aber Siegel war ihm 
stets, bis an sein Lebensende, wohl gesinnt. Maier lebt heute in der BRD, 
80 jahrig. 
Siegels dritter Dissertant Karl BGhle arbeitete in seiner Dissertation 
(1932) auf diesem Gebiet und sein 5. Dissertant Th. Schneider verfaBte 
seine Dissertation 1934. Es gelang ihm, unabhangig von Gelfond, die 
Eulersche Vermutung (es ist das das 7. Hilbertsche Problem) zu beweisen. 
Es ist z.B. 2J transzendent (dies wurde zuerst 1930 von 0. R. Kusmin 
gezeigt) also such irrational. Hilbert hielt den Beweis der letzten Tatsache 
fur schwieriger als den Beweis der Riemannschen Vermutung, oder der Fer- 
matschen Vermutung. Siegel bemerkt dazu: “Man kann die Schwierigkeiten 
eines Problems erst dann richtig erkennen, wenn man es gel&t hat. Die 
eine Tatsache ist bewiesen, die Vermutungen noch nicht.” Diese 
Bemerkung machte er 1949. Siegel selbst hat dann 1949 ein Buch iiber 
transzendente Zahlen veriiffentlicht, zunachst in Englisch, das dann in 
deutscher Sprache als Taschenbuch erschienen ist. Obwohl er spater nichts 
mehr iiber dieses Thema verijffentlicht hat, hat er sich doch immer wieder 
fur die Frage interessiert hat, ob die Eulersche Konstante eine irrationale 
bzw. eine transzendente Zahl ist. Es sind ja von verschiedenen Seiten 
Beweisversuche unternommen worden, bei denen es sich immer wieder 
herausstellte, darj sie falsch sind. Siegel hat grol3es Interesse fiir den Satz 
von Apery iiber die Irrationalitat von i(3) gezeigt. Er war an der Frage 
interessiert, ob sich das Verfahren auf c(2k + 1) (k > 2) verallgemeinern 
la&. Es hil3t sich meines Wissens nach die Beweismethode auf andere 
Zahlen verallgemeinern, aber anscheinend nicht auf den Fall c(5), 
allgemeiner [(2k + 1). 
3. ZETA-FUNKTION 
Als nlchstes Gebiet will ich nun seine Arbeiten iiber die Zeta-Funktion 
besprechen. Wie ich schon bei der biographischen Skizze angefiihrt habe, 
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war er ja in Hamburg bei Hecke tatig (er hatte dort einen Lehrauftrag). 
Wenn er such spater auf Hecke nicht sehr gut zu sprechen war, so stand er 
zeitlebens unter dem Eindruck der Heckeschen Arbeiten. In den 20er 
Jahren waren es vor allem die aufsehenerregenden Arbeiten von Hecke zur 
Dedekindschen Zeta-Funktion, von der Hecke bewiesen hatte, da13 sie auf 
der ganzen komplexen Zahlenebene meromorph fortsetzbar sind. Siegel hat 
selbst dann mehrere andere Beweise fur diesen Satz gegeben. Der eine 
Beweis beniitzt eine Formel, die ihm-wie er in der Einleitung hervorhebt, 
von F. Bernstein gezeigt wurde. Diese Formel ist eine Verallgemeinerung 
der Formel von Lipschitz, wie sich spater gezeigt hat, und sie lautet 
Diese Formel von Lipschitz wurde von Siegel mehrmals verwendet, 
deshalb schreibe ich sie explizit hin. In einer weiteren Arbeit vermeidet er 
mijglichst den Satz von Dirichlet tiber die Einheiten. Er hat dies splter 
such bei Zetafunktionen von Algebren versucht, allerdings nicht publiziert. 
Man kann aber ein entsprechendes Zitat bei Deuring im Buch “Algebren” 
linden. Es wird dort versucht, aus den Eigenschaften der Zeta-Funktion 
von Algebren, iiber algebraischen Zahlkorpern, Folgerungen auf die 
Theorie der Einheiten zu ziehen. Er hat sich aber such mit der 
gewohnlichen Zetafunktion und mit den L-Reihen beschaftigt. Am 
bekanntesten von diesen Untersuchungen ist wohl seine Arbeit Nr. 18 
(1932), die sich an den NachlaB von Riemann iiber die Zeta-Funktion 
anschliebt. Riemann hat auf einer Menge von Zetteln, die nur Formeln 
enthielten, asymptotische Formen aufgestellt, die als Spezialfall die sog. 
approximative Funktionalgleichung von Hardy-Littlewood enthalten, die 
erst im Jahre 1914 entdeckt worden war. Diese Formeln sind-wie sich 
splter herausstellte-alle ohne Fehlerabschatzung und ohne Beweis. Es 
gelang nun Siegel in diesen Rechnungen einen Zusammenhang herauszulin- 
den, und Restabschatzungen fur diese Formeln zu linden und sie zu einer 
asymptotischen Reihe zu erweitern und man nennt sie daher mit Recht 
RiemannSiegelsche Formel. Ich erlaube mir, eine solche Formel auf- 
zuschreiben (Eine analoge Formel gilt fur [(CJ + it)). Es sei t > 0, 
v = CJZI, 
9= -ilogn+argr i+g =~lOg&-~+O(r-l) 
( > 
ei91 i+it =2 i J-cos(9-tlogn)+R. 
( > .=1&l 
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Es gilt (k ganz 20) 
wobei die Cj beschrankte Funktionen sind, z.B. 
C,=cos(2nu’+~)/cos2nu (u&v-;). 
Siegel ist (Nr. 12) splter (1943) auf diese Sache zuriickgekommen und er 
hat sie auf die L-Reihen, angeregt durch eine Arbeit von R. 0. Kusin, 1934, 
ausgedehnt und vereinfacht. Dariiber hinaus dehnte er diese Unter- 
suchungen auf die Epsteinsche Zetafunktion aus. Er hat in einer Arbeit 
Nr. 51 (1945) die Untersuchungen von R.E.A.C. Paley (1931) iiber die 
L-Reihen fortgesetzt und z.B. einen Satz von G. Hoheisel (1926) 
verallgemeinert. Diese Untersuchungen hat er in einer seiner letzten 
Arbeiten Nr. 97 auf die Heckeschen Zetafunktionen mit 
Grogencharakteren ausgedehnt. In Bezug auf die Riemannsche Vermutung 
war er der Meinung, da13 sie richtig fur die gewijhnliche Riemannsche 
Zetafunktion (Ein Beweis wurde von Matsumoto angekiindigt), aber nicht 
fiir die allgemeinen Heckeschen Zetafunktionen sei. Fur die Epsteinsche 
Zetafunktion ist sie bekanntlich nicht richtig. In den letzten Jahren hat er 
sich vor allem mit der Verallgemeinerung des Eulerschen Resultates, das 
die gewohnliche Zetafunktion an geraden Stellen abgesehen von einer 
Potenz von it immer eine rationale Zahl ist, beschlftigt und er hat sie fiir 
L-Reihen und auf die Dedekindsche Zetafunktion an diesen Stellen 
ausgedehnt. Dabei mug man natiirlich noch (d= Diskrimante) von einer 
Potenz von d absehen. 
Die letzte Arbeit Nr. 99 beschaftigt sich mit der Summierung von Reihen 
der Gestalt 
L(J) = 1 e2ni(mu+nu)(Q(m, n))- s (s = 1, 2,...), 
??I.” 
Q(x, y) = AX’ + Bxy + Cy’ indefinit, A, B, C, ganz, B2 = 4AC = D keine 
Quadratzahl (u, u rational). Es sei noch A > 0 (A, B, C) = 1. C. L. Siegel 
zeigt rc -” fi L(s) ist rational. Er hatte sich schon vorher (Nr. 84, 1968) 
damit beschaftigt. Damals verwendete er im AnschluB an Hecke die kom- 
plexe Funktionentheorie und in dieser allerletzten Arbeit Nr. 99 bemi.iht er 
sich, nur mit Hilfsmitteln der reellen Analysis auszukommen. 
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Es ist jetzt noch ein Satz iiber L-Reihen zu besprechen, der Siegelsche 
Satz, der allerdings den Titel: “tiber die Classenzahl quadratischer 
ZahlkGrper” hat (Nr. 21’), und 1935 in Acta Arithmetica (S. 83-86) 
erschienen ist. Die Angelegenheit hat folgende Vorgeschichte. Bereits Gaul3 
hat vermutet, daB die Klassenzahl h(d) imagintir quadratischer Zahlkijrper 
gegen Unendlich geht. Dies wurde nach Vorarbeitten von Mordell, Hecke, 
und Deuring von Heilbronn bewiesen. Es gelang nun Siegel folgende 
Verschgrfung zu zeigen, ngmlich: 
log h(d) = 1 
~zc log@ . 
Dies zeigt er unter Verwendung der Klassenkiirpertheorie, und einen 
analogen Satz zeigte er bei reellen quadratischen ZahlenkGrpern, wo c(d) 
Pell’sche Einheit ist: log h(d) log &(d)/log Jrd+ 1 fiir d+ GO. Aus dem 
engen Zusammenhang, (es ist ja n Jdl -I/* h(d) = Ld( l), wenn d< 0, 
2d- ‘/*h(d) log E(d) = Ld( 1 ), wenn d > 0), der Klassenzahl mit den L-Reihen 
ist es ein Satz iiber Ld( 1) = C,“= ,(d/n)( l/n). Wie Walfisz entdeckte, wird in 
dieser Arbeit von Siegel folgendes bewiesen, heute ais Siegelscher Satz 
bekannt: Zu jedem E > 0 existiert eine positive Zahl C(E), so da& wenn x 
ein reeller Charakter mod q, aber nicht der Haupcharakter, L(s, x) # 0 ist 
fiir alle s 3 1 - C(E) qe6. 
Allerdings ist dieser Satz erneut nicht konstruktiv, sodalj man das C(E) 
nicht explizit als Funktion von E angeben kann, dagegen ist die schwtichere 
Abschgtzung von A. Page l/h log q konstruktiv. A. Wallisz zeigte (1936) 
mit Hilfe des Siegelschen Satzes folgenden Satz fiir die Anzahl X(X, q, a) der 
Primzahlen in einer arithmetischen Reihe: Es sei N> 1. Dann existiert ein 
C(N), sodaB gleichmil3i fiir alle q mit q< (log x)“: X(X, q, a) = 
li(x)/cp(q) + O(xeCCCN’ P log-‘) fiir alle a mit (a, q) = 1 ist. Es sei noch 
bemerkt, da13 Walfisz, der dann splter Professor in Tiflis war, gleichzeitig 
mit Siegel und Hasse studiert hat. Er fiei nach Auskunft von Hasse durch 
seinen schanen Spazierstock auf, den er nie aus der Hand 1ieB. Es sei mir 
such noch gestattet, eine kleine Anekdote, die fiir Siegel und fiir Landau 
charakteristisch ist, zu erziihlen. Landau pflegte vor allem such seine Dis- 
sertanden, am Tag ihrer Priifung nach der Priifung zum Mittagessen, aber 
such andere Gelehrte, die gerade in Gijttingen waren, einzuladen. Beim 
Essen hielt er dann meist eine Lobesrede auf seine Kandidaten. Siegel, der 
diesen Brauch kannte, erklgrte, da13 er nur dann zum Mittagessen kommen 
wiirde, wenn von seinem Rigorosum, das bei Runge nicht besonders gut 
verlaufen war, nichts erwghnt werden wiirde. Landau, der Siegel gut kannte 
und ihn als seine Entdeckung ansah, stimmte ihm zu. Am gleichen Tag 
legte such Wallisz seine Priifungen ab. Beim Mittagessen erhob sich nun 
Landau und sagte: “Unter dem Siegel der Verschwiegenheit teile ich mit, 
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dab Walfisz heute seine Priifungen abgelegt hat.” Es war dann immer 
iiblich, da13 nach dem Mittagessen verschiedene Spiele gespielt wurden, z.B. 
such Schach, bei denen der Hausherr gerne den Sieg davon trug. So waren 
einmal bei einem solchen Essen such Siegel und Gelfond eingeladen und 
nach dem Mittagessen schlug Landau Gelfond eine Schachpartie vor, die 
Gelfond akzeptierte. Aber zur groben, unangenehmen Uberraschung des 
Hausherrn war er nach drei Ziigen matt. Landau dachte, das sei nur Zufall 
und er schlug eine zweite Partie vor, die er ebenfalls in kurzer Zeit verlor. 
Es stellte sich nach Befragen des jungen, aber sehr schweigsamen Gelfond 
heraus, dab er der erste russische Schachmeister auf akademischen Boden 
war. Der Hausherr fand dann endlich ein Spiel, das Gelfond unbekannt 
war und dabei siegte Landau triumphierend. 
Urn nun auf den S&z von Siegel zuriickzukommen, so sei noch’bemerkt, 
dab man heute in der analytischen Zahlentheorie den elementaren Beweis 
von Estermann zu Grunde legt, der ohne algebraische Zahlentheorie 
auskommt. Ein konstruktiver Beweis liegt bisher nur in Spezialfallen vor. 
Es waren andere Methoden erforderlich, urn alle Korper mit h(d) = 1 zu 
bestimmen. Dies gelang zuerst K. Heegner, dann H. M. Stark. Mit einer 
anderen Methode, die von A. Gelfond herriihrt, gelang es A. Baker nicht 
nur den Fall h(d) = 1, sondern such h(d) = 2 zu erledigen. Nach einer Mit- 
teilung von 0. Taussky ist es B. Gross und Don Zagier nach Vorarbeiten 
von Goldfeld gelungen, den allgemeinen Fall der Klassenzahl imaginar 
quadratischer Zahlkiirper zu erledigen “unter gigantischer Verwendung der 
Theorie der elliptischen Kurven,” wie Olga sagt. C. L. Siegel hat in Nr. 85 
einen anderen Beweis des Satzes von Heegner-Stark gegeben. 
Es sei noch bemerkt, da13 dieser Satz von Siegel an wichtiger Stelle im 
Beweis des Goldbachschen Satzes von Vinogradow eingeht. 
Diese letzten Bemerkungen haben uns somit zur algebraischen Zahlen- 
theorie gefiihrt. 
4. ALGEBRAISCHE ZAHLEN UND GEOMETRIE DER ZAHLEN 
Das Werk von Hecke, Algebraische Zahlen, hat Siegel auf das Stlrkste 
beeinflubt. Wenn wir die Begriffe: Diskriminante, Klassenzahl, Regulator, 
Einheiten, Primzahlzerlegung, Reziprozitatsgesetz, U.S.W. ins Auge fassen 
und die Chronologie beiseite lassen, so hat er in der Arbeit Nr. 47 eine Ver- 
mutung von GauB bewiesen: Es sei h(d) die Klassenzahl primitiver binlrer 
quadratischer Formen mit positiver Diskriminante d, welche keine 
Quadratzahl ist. Es sei E(d) die zugehijrige kleinste Pellsche Einheit, dann 
ist 
1 h(4k) 8(4/q-& N312 
k<N 
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wlhrend eine analoge Vermutung von Gaul3 fur Formen negativer Dis- 
kriminante bereits von Mertens bewiesen wurde. Er stiitzt sich dabei auf 
den Satz von G. Polya iiber Charaktersummen. In dieser Arbeit werden 
dann diese Satze auf quadratische Formen in mehreren Variablen 
verallgemeinert. In die 20er Jahre zurtick ftihrt uns eine Reihenentwicklung 
fur die Diskriminante total reeller Zahlkorper, die in den Giittinger Sit- 
zungsberichten (1922) erschienen ist (Nr. 10). Diese Entwicklungen wurden 
dann spater von Ramanathan auf hyperkomplexe Systeme und von Deur- 
ing weiter verallgemeinert. Siegel hat den Gedankengang in Nr. 10 dazu 
beniitzt, sie auf die Geometrie der Zahlen anzuwenden. Es ist, wie 
Zassenhaus zurecht bemerkt hat, Siegel wohl in den 20er Jahren in 
Deutschland der einzige, der sich mit der Geometrie der Zahlen, dieser 
Theorie, die von Minkowski geschaffen wurde, beschlftigt hat. So gibt er 
einen neuen analytischen Beweis des Minkowskischen Linearformensatzes, 
der sich auf folgende Formel stiitzt (Re sk > 0, D = det(a,), (Aik) reziprok 
zu (Q), uik reelle Zahlen): 
Daraus folgt die folgende Gleichung (* ) 
D c’ fi (tk-iakll,+ ..’ +aknlni) 
Klammern > 0 k = I 
und daraus folgt der Linearformensatz: 1st 1 1 < t, (k = l,..., n) nur fur 1, = 
. .. = I, = 0 l&bar, so ist die linke Seite D(tlr..., t,). Die rechte Seite ist 
2 (t, ,...I f”)2, also ist D 2 n;= , t,. 
Wir haben also statt Ungleichungen jetzt Gleichungen, etwas was z.B. 
Hasse und A. Weil immer gewiinscht haben, bzw. fordern. 
Zassenhaus zitiert gerne Weil: “Es mug hinter der Ungleichung eine 
Gleichung stecken.” Siegel hoffte damit such eine Vermutung von 
Minkowski beweisen zu kiinnen. Dies hat er splter mit den Worten im 
4. Band zuriickgezogen, mit dem Wort ‘I... Hochstapelei.” Der Beweis dieser 
Minkowskischen Vermutung wurde dann von Hajos geftihrt, aber dieser 
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Ausdruck von Siegel ist eine Ubertreibung, da ja der Beweis von Hajos eine 
Folgerung aus dieser Identitat beniitzt. 
Siegel selbst hat dann den 1. Fundamentalsatz von Minkowski durch 
eine Gleichung ersetzt, namlich durch folgende: Enthalt der konvexe Kiir- 
per K mit Mittelpunkt 0 keinen Gitterpunkt g # 0, so ist 
H. Weyl und andere wie z.B. meine Wenigkeit haben an diese Gleichung 
angekntipft. Ich hatte weiters 1942 folgende Ungleichung gezeigt: Es gibt 
eine Matrix A mit Determinante = 1, sodal zu jeder Funktion f und zu 
jedem E > 0 gilt: 
(f = 0 aul3erhalb eines Wiirfels c, integrierbar im Riemannschen Sinn). 
Daraus folgt eine andere Vermutung von Minkowski. Siegel ersetzt nun 
such hier die Ungleichung durch eine Gleichung, indem er folgende 
Gleichung zeigt (Arbeit Nr. 50): 
g;. f(ad) da = lRn f(x) dx. 
Dabei ist Q, die multiplikative Gruppe aller A von Determinante 1 auf 
welchem es ein invariantes MaD do gibt, eindeutig bestimmt bis auf einen 
konstanten Faktor. Es sei fl die unimodulare ganzzahlige Gruppe. Es ist 
dann F der Fundamentalbereich von rl in Q t . Sein Volumen ist endlich 
und wird nun zu 1 normiert. Er hat iiber die Geometrie der Zahlen such 
1944/45 eine Vorlesung am Courant-Institut in New York gehalten. In der 
splteren Arbeit Nr. 88 hat er sich bemiiht, fiir die Einheiten in 
algebra&hen Zahlkorpern konstruktive Methoden zu entwickeln, beein- 
flul3t durch die Arbeiten von Remak. Eine erste Arbeit von Remak in dieser 
Hinsicht lindet sich im selben Band des Crelleschen Journals, in der sich 
such die groDe Arbeit von Thue belindet und in der Remak fiir die L&sung 
der Pellschen Gleichung obere Schranken’ angibt. Diese Untersuchungen 
von Siegel sind wohl durch die Untersuchungen von Baker veranlaBt wor- 
den. Aber im Alter pllegte Siegel iiberhaupt mehr und mehr den 
konstruktiven Standpunkt; Er findet sogar den Begriff der unendlichen 
Menge suspekt. Dieser konstruktive Standpunkt der sich aber such bei 
Hasse in den splteren Jahren lindet, stellt eine Abkehrung von den Metho- 
den von Hilbert dar, der in der algebraischen Zahientheorie, die 
abstrakten, axiomatischen, nicht konstruktiven Methoden gegeniiber den 
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expliziten Formeln z.B. von Kummer vorzieht. Zassenhaus, der einer der 
lebhaftesten Verfechter der konstruktiven Methoden der algebraischen 
Zahlentheorie ist, hat hervorgehoben, da13 es sich bei den Einheiten urn ein 
grundsltzlich einfaches Problem handelt, nlmlich urn die Auflosung von 
linearen Ungleichungssystemen in mehreren Unbekannten. Aber diese 
grundsatzlichen Aufgaben sind eben sehr schwer zu l&en. 
Siegel selbst hat such eine Arbeit Nr. 74 zum quadratischen 
Reziprozitltsgesetz in algebraischen Zahlkorpern geschrieben, worin er im 
engen AnschluD an Dirichlet und Hecke mit GauBschen Summen operiert 
und zwar beweist er die explizite Formel, die Hasse 1924 entwickelt hatte 
( >( ) ; !j =(-l)“(d) 
wobei E(CL, /I) = (- l)g+S((np ‘)/*(p- 1)/2), wobei c( E p E 1 (mod 2), 
(P) - 1 
g=fsgna2 . 
sgn fl(P) _ 1 
p=l 2 
(m = Grad von K, sgn nur fur die reellen konjugierten Zahlen, S = Spur). 
Dabei weist er darauf hin, daD der Beweis des Reziprozithsgesetzes von 
GauDschen Summen von Krazer durch Fouriersche Reihen im Fall von 
mehreren Variablen nicht korrekt ist, da die Reihen in diesem Fall 
divergent sind. Siegel selbst fiihrt den Beweis durch sehr geschickte 
vollstandige Induktion aus. Es hat sich spiter, und zwar unter Beniitzung 
der vorher zitierten Siegelschen Formeln und des Minkowskischen Linear- 
formensatz gezeigt, da13 man den Krazerschen Beweis allerdings durch sehr 
miihevolle Uberlegungen und passende Interpretation der Fourierkoef- 
fizienten retten kann. 
Das Hauptanliegen von Siegel in den 20er Jahren war aber die 
Entwicklung einer additiven Zahlentheorie in algebraischen Zahlkorpern, 
insbesondere die Darstellbarkeit einer algebraischen Zahl als Summe von 
Quadraten. A. Weil hat in seinem Buch iiber die Geschichte der 
Zahlentheorie bemerkt, daD das Hauptanliegen von Diophant und Fermat 
die Behandlung von Diophantischen Gleichungen hiiheren Grades in zwei 
Variablen und die Darstellung einer natiirlichen Zahl als Summe von einer 
vorgegebenen festen Anzahl von Quadraten ist. Eine Verallgemeinerung 
stellt das Waringsche Problem dar, wobei die Quadrate durch hohere 
Potenzen ersetzt werden. Dieses Problem wurde zum ersten Ma1 von 
Hilbert gel&t. Seine Methode liefert aber fur die zugehiirige Anzahl m der 
Potenzen, die notwendig sind, daI3 sich jede natiirliche Zahl b als Summe 
von n-ten Potenzen darstellen la& schlechte Schranken. (Es wird oft die 
Ansicht gelugert, da13 die Hilbert-Methode es nicht gestattet, ein solches m 
zu bestimmen. Das ist nicht richtig, wie z.B. Rieger gezeigt hat.) 
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5. METHODEN VON HARDY-LITTLEWOOD 
Hardy, Littlewood, und Ramanujan entwickelten in den 20er Jahren in 
sensationellen Arbeiten eine analytische Methode, urn gute m zu bestim- 
men. Diese Methode nannten sie die Kreismethode. Sie beruht auf folgen- 
der Idee (Landau hat sie scherzhaft eine schiilerhafte Idee genannt). Es sei 
eine Folge von natiirlichen Zahlen (N,) . . . gegeben und eine Zahl m und 
man fragt nach der Anzahl A,(t) der Losungen der Gleichung 
N,+N,+ ... +N,=t 
die von der Folge, von m und t abhangt. Wir betrachten dazu die Potenz- 
reihe f(z) = CF=, zNk die im Inneren des Einheitskreises konvergent ist. 
Dann ist die m-te Potenz f”(z) gleich C, A,(t) z’ und nach der 
Cauchyschen Integralformel ist 
wobei C ein Kreis ist, der im Inneren des Einheitskreises liegt. 
Nun ist die Funktionf(z) im allgemeinen iiber den Einheitskreis hinaus 
nicht analytisch fortsetzbar. Die Idee dieser drei Mathematiker war nun, 
sozusagen, die schwersten Singularitaten zu umgehen. Die Vermutung war 
nun, dal3 diese Stellen die Punkte e2nh sind, wobei 0: in der Nahe einer 
rationalen Stelle d/q liegt. Diese Stellen werden nun mit Biigen umgeben, 
mit groBeren, bzw. kleineren Bogen major arcs und minor arcs genannt. 
Die major arcs liefern in ihrer Gesamtheit den Hauptanteil der 
asymptotischen Entwicklung fur A,(t), die aus einer unendlichen Reihe S, 
singular series genannt, noch mit einer Potenz von t versehen, besteht. Die 
Gesamtheit der minor arcs liefert das Restglied. So sind dann zwei Dinge 
zu untersuchen: (1) ob S von 0 verschieden ist und (2) ob das Restglied 
gegeniiber dem Hauptglied klein ist. Ich mochte nun das Verfahren ein 
b&hen expliziter schildern, in der Fassung, wie es von Vinogradow 
modifiziert wurde, der das Rechnen mit unendlichen Reihen und das 
Operieren mit einem kleineren Kreis C als dem Einheitskreis erspart. Sol1 
die Gleichung 
nf+ *.. +n;=t 
in natiirlichen Zahlen l&bar sein, so miissen die n < [t’lk] = P sein. Es 
wird also daher der Ansatz gemacht 
T(a) = C e2nixnk, 
n=l 
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dann ist 
A,(t) = i,’ ( T(a))m eCzni” da 
und dann werden die major arcs, so deliniert I,,: Ic( - d/q/ < l/qr, wobei 
(d, q) = 1 und z < Pp ist. (Die Wahl von /I ist nur von technischem 
Interesse) und nun wird folgendes gemacht: 
Es wird in Zd,y in der Funktion r(a) die Zahl c( durch die Zahl d/q ersetzt 
und da die Funktion e2ni(dly’nk die Periode q hat, so ist der Wert dieser 
Summe ungefahr gleich 
also erhalten wir, wenn wir gleich iiber alle Bogen summieren Stmik- ‘. 
(Wir miissen nlmlich das ganze noch korrigieren, indem wir durch t 
dividieren) und dazu kommt dann noch das Restglied. Dabei ist 
q= 1 d(d.q) = I 
f t e2nild/qi*)m e-2ni(d/q)r 
n I 
die Singular Series. Wenden wir das auf k= 2 an, so stehen hier in der 
Klammer die GauBschen Summen, und die m-te Potenz davon ist wieder 
eine GauBsche Summe zur quadratischen Einheitsform E, in m Variablen. 
Hardy und Mordell zeigen dariiber hinaus fur 5 <m d 8 mit Hilfe der 
elliptischen Modulfunktionen, dal3 diese asymptotischen Formeln sogar 
exakte Formeln sind, das Restglied also Null ist. 
Diese Erkenntnisse, die hier aufgezeigt wurden, waren fur die weitere 
Arbeitsrichtung von Siegel entscheidend. Die Methoden von Hardy- 
Littlewood, die ich hier skizziert habe, wurden im Seminar von Hecke nach 
den Erinnerungen von Behnke ausfiihrlich behandelt, allerdings sah Hecke 
nicht, wie diese auf algebraische Zahlkorper anzuwenden sind, und wandte 
sich dann der Beschlftigung mit der Klassenkorpertheorie, wie sie von 
Takagi veriiffentlicht worden war, zu. Siegel erzahlte mir einmal, daD er 
Artin und Hecke auf diese Arbeit von Takagi aufmerksam gemacht hatte, 
die ihm durchsichtiger erschien, als die Theorie von Hilbert und 
Furtwangler. Siegel lie13 aber nicht locker und es gelang ihm in seiner 
Habilitationsschrift (Nr. 3, 1921) zunlchst den Fall m > 5 zu behandeln 
und in der Arbeit Nr. 8 sogar den Fall m = 4. Dabei ist t eine total positive 
Zahl aus dem betrachteten reel1 quadratischen Zahlkorper bzw. in Nr. 14 
ist es sogar ein algebraischer Zahlkorper hoheren Grades. 
Dabei gelang es ihm such einen Satz von Hilbert zu beweisen und, wie 
ich schon vorher erzahlt habe, war Siegel zunachst enttluscht, da0 Hilbert 
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darauf nicht reagierte, aber Hilbert schenkte ihm dann die Gesammelten 
Werke von Minkowski. Die Arbeit Nr. 12 ist ein Bericht iiber seinen Vor- 
trag, den er bei der Jahresversammlung 1922 der deutschen Mathematiker- 
vereinigung gehalten hat. Diese Versammlung ist wohl die einzige, die er 
besucht hat. Von dieser Versammlung hatte er hauptsachlich einen Vor- 
trag, bzw. eine Diskussion von Brouwer, iiber den Intuitionismus, aber vor 
allem, dal3 Brouwer und die Tafel pliitzlich zu Boden gefallen war, in Erin- 
nerung. Es waren in der Arbeit von Siegel mehrere Schwierigkeiten zu 
iiberwinden: Die eine bestand darin, die Methode der groDen und kleinen 
BSgen auf algebraische Zahlkorper zu iibertragen. Dies gelang ihm mit 
Hilfe des Minkowskischen Linearformensatzes. Die zweite Schwierigkeit 
liegt natiirlich in dem Studium der singularen Reihe und hier beniitzt er 
wieder die Formel, die ihm Felix Bernstein mitgeteilt hatte. Damals 
erschien es ganz hoffnungslos. Das Waringsche Problem auf algebraische 
Zahlenkorper zu verallgemeinern, dies gelang ihm erst spat, 1944 in der 
Arbeit Nr. 44. 
Die Hauptschwierigkeit liegt darin, da13 im Bereich der ganzen Zahlen, 
jede natiirliche Zahl n eine Summe von k-ten Potenzen der Zahl 1 ist, deren 
Anzahl allerdings von n abhangt. Hierzu gibt es kein Gegenstiick in 
algebraischen Zahlkorpern. Siegel fiihrt den Ring Jk aller Summen 
a,nl;+ ..’ +Ql; (A, ganz aus K) 
ein, erzeugt von den k-ten Potenzen der ganzen Zahlen aus dem 
algebraischen Kiirper K, wobei die KoefIizienten ak ganz rationale Zahlen 
sind, und dann kann er den folgenden Satz aussprechen: 
1st der K&per K nicht total reell, so 1lDt sich jede total positive Zahl v 
aus diesem Ring (wobei man bei der Darstellung v = 1: + ... + 2; 
verlangen mul3 @)Jk 6 Iv(‘)/ fur r = 1, 2,..., m, wenn der konjugierte Kijrper 
Kc’) komplex ist. Der Ausdruck totalpositiv bezieht sich nur auf die reellen 
konjugierten Kiirper K”‘) als Summe von m > (2k-’ + g) gk k-ten Poten- 
zen aus J, darstellen, wobei der Grad von K tiber Q gleich g ist. 
1st K total reell, dann gilt der Satz nur, wenn die total positive Zahl eine 
geniigend groJe Norm besitzt. Auf Anregung von Siegel hat der 
amerikanische Mathematiker Peck diesen Satz verallgemeinert. Siegel 
selbst hat sich spater mit der Kreismethode nur mehr indirekt beschaftigt, 
durch Anregung von Dissertationen, so durch die Dissertation von 0. Kor- 
ner 1960, der das Goldbachsche Problem auf algebraische ZahlkSrper 
erweitert hat. 
Es sei noch bemerkt, daB Siegel nicht nur Dissertationen aus seinen 
Arbeitsgebieten gegeben hat; so beschaftigt sich eine Dissertation mit pro- 
jektiver Geometrie, bzw. mit den Grundlagen der Geometrie, eine andere 
mit periodischen Minimalfltichen. 
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6. QUADRATISCHE FORMEN 
Wir haben schon von den asymptotischen Gesetzen fur die Anzahl der 
Darstellungen durch eine quadratische Form gesprochen. Nun gibt es aber 
seit Lagrange, GauB, Jacobi exakte Formeln fur m = 2, 3,4 und Hardy hat 
ja sogar exakte Formeln fur die iibrigen Fllle bis m = 8. Man kann jetzt 
fragen, wie steht es fur groI3ere m und allgemeiner mit der Anzahl A(S, t) 
der Darstellungen einer nattirlichen Zahl t durch eine ganzzlhlige 
quadratische Form S. Mit dieser Fragestellung fur den Fall, da13 die 
quadratische Form S eine positiv definite ist, haben sich GauI3 und 
Eisenstein fur ternare Formen beschaftigt, allgemeiner Minkowski. Nun hat 
schon Gaul3 bemerkt, daB man diese Fragestellung der Darstellung 
verallgemeinern mul3, durch Untersuchungen der Darstellungen A (S, T) 
einer ganzzahligen symmetrischen Matrix T durch die quadratische Form 
S. Es handelt sich also urn die Aufliisung der Gleichung 
X’SX= S[X] = T(Dabei sei S m-reihig, T n-reihig, 
X’ = transponierte Matrix zu X) 
in ganzzahligen Matrizen X, wo m b n ist. Im Fall T = S schreibt man man 
seit Eisenstein A( S, S) = E(S). Es andert sich A(S, T) klarerweise nicht, 
wenn man S durch eine zu S aquivalente Matrix S’ ersetzt, d.g. die Anzahl 
hangt nur von der Klasse von S ab. 
Einfache Beispiele zeigen, da13 man fiir diese A keine einfachen Formel 
erwarten kann. Dies Endert sich aber, wenn man zu dem Geschlecht von S 
tibergeht. Man nennt zwei quadratische Formen S, Si verwandt, wenn fur 
jeden Modul q die Kongruenzen S[X] ES, (mod q) und S,[X,] -S 
(mod q) l&bar sind und vom gleichen Tragheitsindex sind, wenn S und S, 
nicht positiv detinit sind). Die Menge aller Formen die zu S verwandt sind, 
bildet das Geschlecht von S. Man weil3 seit Hermite, dag sich jedes 
Geschlecht aus endlich vielen Klassen zusammensetzt. Es seien nun die 
Reprasentanten dieses Geschlechts S, = S, S2,..., Sh, dann bildet Siegel den 
Mittelwert 
Es sei nun weiter 
A,(& T)= 1 1 
S[X] z T (mod y) 
und dann zeigt er die folgende grundlegende Formel 
-@s, T) 4# T) 
Acm(S T) =E lim (4) - CJz q mn-n(n+l)/2’ 
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wo der lim der rechten Seite ein eingeschrankter lim ist. So werden nur 
solche Folgen in lim zugelassen, wo qr 1 q, + , . Eine solche zugelassene Folge 
ist die Folge n! Der Ausdruck A,(S, T), zunlchst von Siegel mit A, 
bezeichnet, hangt nur von den Determinanten von S und Tab. Der Faktor 
E ist im Fall m > n + 1 gleich 1; im Fall m = n + 1 gleich $ und im Fall m = n 
ebenfalls +. Weiters ist, wenn m = n auf der rechten Seite A,, noch durch 
2-OCy) zu dividieren, wobei w(q) die Anzahl der Primteiler von q ist. Diese 
grundlegende Formel wird die Siegelsche h4uJfbrmel genannt, deshalb, da 
seit Eisenstein und Minkowski M(s) = Cr=, l/E(S,) das MaB von S 
genannt wird. Diese Hauptformel schreibt Siegel noch in einer anderen Art, 
in der beriicksichtigt wird, da13 A, eine multiplikative Funktion ist. Wir set- 
zen x4 = A y( S, T) I q”” ~ n’n + 1 )I2 bzw. fur m=nicly=A,(S, T)I 
2 4 ‘0(y) mn ~ n’n+ ’ )“. Es existiert dann lim, - ,- upn = d,. 
Dann lautet die Formel folgendermanen (p durchlauft alle Primzahien) 
J(S, T) 
A,(S, T) = n d/AS, T). P 
Fur den Fall da13 T= S erhalt man die MaBformel von Minkowski, 
wobei Siegel ausdriicklich darauf hinweist, da13 die Potenz von 2 bei 
Minkowski falsch bestimmt ist. Er betrachtet nun Beispiele, urn zu zeigen, 
da13 darin die klassischen Resultate enthalten sind, z.B. das Ergebnis von 
Jacobi fur S = E,, t = 1 (mod 2), 
d,= 1, . ..wenn p- 1 (mod 2), 
p’ 11 t. Es ist dann 
ndp= n (l-j)+ 
P p>z PIT 
A(E4,t)=8~g=8a(t). 
511 
Andere Falle sind in dem schijnen Buch von van der Waerden und 
H. GroD “Studien zur Theorie der quadratischen Formen, 1968” enthalten. 
Zum Beweis, der aufierordentlich umfangreich ist (Tamagawa und 
A. Weil haben andere Beweise mit Hilfe der Adele gegeben und in die 
Theorie der algebraischen Gruppen eingeordnet), und sich auf die Unter- 
suchungen von GauD und Minkowski sttitzt, sei nur folgendes bemerkt: 
Der Ausgangspunkt besteht darin, daB man sich zuntichst eine rationale 
Lijsung x,, der Gleichung S[X] = T verschafft und zwar mit Hilfe des Sat- 
zes von Minkowski und Hasse, der ja aussagt, daD diese Gleichung eine 
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rationale Losung besitzt, wenn die zugehorigen Kongruenzen mod q losbar 
sind (Hassesches Prinzip). Nun will man ja die Losungen in ganzzahligen 
X bestimmen, dazu bracht man eine Parameterdarstellung fur die 
Losungen der Gleichung. Sie enthllt als Spezialfall die Parameter 
darstellung fur die Erzeugenden einer F&he 2. Ordnung, bzw. die 
Parameterdarstellung von Cayley. Sie lautet folgendermagn 
x = A-, + B( A - +B’SB) ~ l B’SX, (B beliebig, A schief), 
Det (A - fB’SB) # 0, Det(X’SX, - T) # 0. 
Jetzt wird in sehr schwierigen Uberlegungen, die such eine Verscharfung 
des Hasseschen Satzes enthalten, der Beweis der Hauptformel vorbereitet, 
der durch vollstandige Induktion nach m erfolgt. Der Beweis besteht dann 
aus zwei Teilen, aus einem rein zahlentheoretischen Teil, wo gezeigt wird, 
dal3 sich die beiden Seiten der Hauptformel nur urn eine Faktor y(S) 
unterscheiden. Mit analytischen Methoden, wie sie von Dirichlet und 
Minkowski entwickelt wurden, wird nun gezeigt, daD y(S) = 1 ist. 
Hier bieten die niederdimensionalen Falle die Hauptschwierigkeit. 
Nun setzt eine grundlegende Umformung dieser Siegelschen MaBformel 
ein, die ich jetzt etwas nlher schildern will. Wir betrachten den Fall da13 
T= t eine natiirliche Zahl ist, dann 11Bt sich in ublicher Weise A, durch 
Gaugsche Summen (Siegel verwendet diesen Namen nur wenn (4 q) = 1 
ist) darstellen: 
S(x) s f (mod y)l 
wenn man beniitzt, dal3 
2ni(hd/4) = 1 wenn h 3 0 (mod q), 
= 0 sonst 
ist. 
Urn nun zu dem Limes q + cx) iiber zugehen, wird d/q in reduzierter 
Form u/b mit (a, b) = 1, b 1 q geschrieben und man erhllt 
X4= ,& f~(~,~)e~2*‘ia’b)r(~)“; 
(c&b) = l:bl‘hlq 
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fiir q + x, erhalt man lim aXyr wenn er existiert, und insgesamt 
was fur m > 4 absolut konvergent ist, und fiir ES,..., E, mit der Formel von 
Hardy iibereinstimmt und mit A(S, t) identisch ist, da in diesem Fall das 
Geschlecht nur aus einer Klasse besteht. Und jetzt geht er entgegengesetzt 
wie Hardy vor. Er bildet die erzeugende @Funktion (r = x + iy, y > 0), 
f(S, T)=CeniS’“‘= 1 + 1 A($ t)e2nrt, 
r: r=l 
bildet die Funktion F(‘(s, T): 
Es wird F(s, T) = 1 + rrm12 
tDetS)-1/2 c G(;;/b) -f f42 - lenir(r - 2=/b) 
0 < ufh < 1 I=1 
Jetzt wendet er die Formel von Lipschitz an und er erhalt folgende Par- 
tialbruchzerlegung 
I O<u/b<l,b>O 
als Beispiel fiihrt er jetzt den Fall S= ES vor und er erhllt die Formel 




die schon von Hardy aufgestellt und wie Siegel in einer spateren Arbeit 
Nr. 66 sagt, war diese Identidt Ausgangspunkt seiner fjberlegungen. Es sei 
noch zu dieser Mittelbildung bemerkt, da13 Siegel sie such in einer anderen 
Arbeit (Nr. 51) auf die Epsteinsche Zetafunktion angewendet hat. Nach 
diesen Uberlegungen ist es fur ihn ganz naheliegend t durch Z = X + iy mit 
Y = Im Z > 0 zu ersetzen, die 8-Funktion 
f(s, z) = C ,ni SP(S(C)Z) = 
c 
T;. A (S, T) eni sp(Tz’ 
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(T> 0 bedeutet T positiv delinit) einzufiihren, F zu bilden und jetzt braucht 
man in den vorher gegebenen Entwicklungen nur einige Modilikationen 
vorzunehmen. Allerdings sind die Beweise sehr schwierig, vor allem mub 
ein Analog zur Lipschitzschen Formel gefunden werden und er erhalt dann 
folgende allgemeine Formel (Die Reihe ist sicher konvergent fur 
m>2(n+ 1)) 
F(S, 2) = c h(S, A, B)(Det(AZ+ B)))“‘*, 
CABI 
wobei A, B symmetrisch, teilerfremd, nicht assoziierte Matrizen 
durchlaufen, d.h. AB’ = symmetrisch und die n-zeiligen Unter-Determinan- 
ten von (A, B) sind teilerfremd und verschiedene Paare sind nicht 
linksassoziiert, d.h. es gilt nicht (A, B) = U(A, B) (U unitlr). 
Als Beispiel fur diese Formel: m = 8, n = 2, S = Eg, Z = (-; ;), 
8 
F(‘(E~, z) = C ,yri(xa2 + 2vab + .b2) 
oh > , = FB (Det(AZ+ B))-4 
wobei er bemerkt, da13 diese B-Funktion eine Riemann’sche B-Funktion ist. 
Damit war fiir ihn das Programm gegeben, namlich eine Theorie der 
Modulfunktionen zu entwickeln, aber davon splter. 
Siegel hat nun diese vorliegende Theorie such auf indefinite Formen und 
auf quadratische Formen iiber algebraische Zahlkorper ausgedehnt. Hier 
mtissen nun verschiedene Moditikationen vorgenommen werden, da z.B. 
bei indeliniten Formen E(S), die Anzahl der Automorphismen oder wie 
Siegel sagt, die Anzahl der Einheiten, unendlich wird. Bei der Theorie iiber 
algebraischen Zahlkorpern miissen such ausgeartete Formen mit Deter- 
minante 0 zugrunde gelegt werden. Ich mochte hier auf diese 
Modilikationen nicht naher eingehen, aber nur einige Fragen besprechen, 
welche mit der Theorie der quadratischen Formen eng zusammenhangen. 
Zunlchst ist schon im Fall der positiv deliniten Form die 
Reduktionstheorie der quadratischen Formen heranzuziehen. Bei den 
positiv deliniten Formen gibt es ja verschiedene Reduktionsmethoden, am 
meisten bewahrt hat sich die Reduktionstheorie von Minkowski, die Siegel 
zugrunde legt. Sie besteht aus folgendem: Will man zu einer Form S, sie sei 
jetzt positiv definit, eine reduzierte Form S[ U] linden, wobei U ganzzahlig 
unimodular ist, so legt man die erste Spalte U, von U durch die 
Minimalbedingung fest, dal3 S( U, ) ein Minimum sein solI, die zweite Spalte 
U, durch die Minimalbedingung, da13 bei festem U,, S( U,) ein Minimum 
sein sol1 (wobei eventuell noch U, durch - U, ersetzt wird) usw. Die 
reduzierten Formen bilden im Raum P aller positiv deliniten Formen einen 
konvexen Kegel K mit der Spitze im Nullpunkt der durch endlich viele 
Ebenen begrenzt ist, und dessen Bilder bei Anwendung der unimodularen 
h4l 20 3.10 
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Transformationen U den ganzen Raum P iiberdeckt. Damit erhslt man, 
wie schon Minkowski gezeigt hat, such einen Fundamentalbereich im 
Raum aller nicht singuliren Matrizen X in Bezug auf die unimodulare 
Gruppe. Dabei wird zwischen Ii und -U nicht unterschieden. In der 
groBen Arbeit Nr. 72 (kurz als japanische Arbeit bezeichnet) hat er den 
Raum I’ kompaktifiziert: jede Form S[.x] IgOt sich in der Form schreiben 
k=l r=h+l 
Wir betrachten uk = t,/t, + , (k = l,..., m - 1) und die dkr, fiir die k < z, und 
nennen sie die Normalkoordinaten von S in P. 
Man betrachtet nun den Raum P aller (u,, dkr) wobei nur uk b 0 
verlangt wird, und die dkr beliebig reel1 sind und der P enthllt, den Siegel 
ausfiihrlich untersucht. Zur Reduktionstheorie zuriickkommend sei noch 
folgendes Historische bemerkt: Die Theorie wurde durch Anwendung der 
Geometrie der Zahlen von K. Mahler und unabhgngig davon von H. Weyl 
einerseits und andererseits in der gemeinsamen Arbeit von Bieberbach und 
I. Schur bedeutend vereinfacht. H. Weyl hat iiber diese gemeinsame Arbeit 
Jahre spgter das Wort tempi passati hinzugefiigt. Eine schiine Darstellung 
der Minkowskischen Reduktionstheorie hat van der Waerden in seinem 
oben genannten Buch gegeben. Siegel hat verschiedene Modifikationen an 
der Minkowskischen Theorie angebracht, die die Handhabung der Theorie 
erleichtern, sie sind aber von technischer Natur und ich miichte daher nicht 
weiter darauf eingehen. Bei der Reduktionstheorie und Einheitstheorie von 
indefiniten Formen liegt die Sache bedeutend komplizierter. Bei den 
binlren quadratischen Formen liegt die Theorie von Lagrange vor, wo 
man Kettenbriiche beniitzen kann und die Pellsche Gleichung nur von der 
Diskriminante abhingt. 
Hermite hat im Fall der terntiren quadratischen Formen folgende 
Reduktionstheorie indefinite Formen vorgeschlagen. 
1st die quadratische Form von der Gestalt yf + y: - ys, so sol1 sie 
reduziert hei@en, wenn die zugehiirige positiv definite Form yf + y$ + y; 
reduziert ist. Der Beweis, dalj es in der Menge aller terngren quadratischen 
Formen mit gegebener Diskriminante nur endlich viele reduzierte Formen 
gibt, ist Hermite nicht gelungen und wurde erst in einer umfangreichen 
Arbeit von Stouff erbracht. In der Theorie der Einheiten im terntiren Fall 
gibt es such eine Pellsche Gleichung, die aber von der zugrunde gelegten 
Form abhgngt. Siegel legt nun in der beriihmten Abhandlung Nr. 33 die in 
den Hamburger Abhandlungen 1940 erschienen ist, die allgemeine Theorie 
dar. 1st S eine indefinite Form, so betrachtet er alle positiv definiten For- 
men H mit der Gleichung 
H’S ‘H= s--‘[If] = s 
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und es wird nun definiert: S ist reduziert, wenn Him Minkowskischen Sinn 
reduziert ist. Siegel kann dann in einfacher Weise zeigen, da13 der Satz von 
Stouff in dieser Definition richtig ist. Er betrachtet nun die Menge aller H, 
die diese Gleichung erftillen. Sie bilden eine endlich dimensionale 
algebraische Mannigfaltigkeit M. Man zeigt nun, da13 die Einheiten von S 
auf M eine diskontinuierliche Gruppe bilden, die endlich viele Erzeugende 
besitzt. Er ordnet weiterhin der Einheitengruppe ein Ma13 zu, das er als 
Volumen eines Fundamentalbereiches in einem zugeordneten Raum Y 
darstellt. 
Ich mochte nicht auf weitere Arbeiten von Siegel iiber die Theorie der 
quadratischen Formen eingehen, aber eine seiner letzten Arbeiten 
besprechen, so die Arbeit Nr. 96, die eine Verallgemeinerung der Diophan- 
tischen Gleichung AX* + 2Bxy + Cy’ + 2Dx + 2Ey + F= 0 ist, namlich 
S[X] + B’X+ X’B + C = 0. 
Die Gleichung wurde von C. Jordan 1881 behandelt. Die Beweise von 
Jordan enthalten aber, wie J. Dieudonne, Herausgeber der gesammelten 
Werke von Jordan bemerkt, eine Liicke. So war es fur Siegel eine grol3e 
Befriedigung, daran kann ich mich noch lebhaft erinnern, dal3 es ihm 
gelungen ist, mit Hilfe seiner Methoden diese Gleichung zu behandeln und 
die Liicke zu schliel3en. 
Wenden wir uns nun der Theorie der Modulfunktionen zu, wie sie von 
Siegel in Nr. 32 (1939) entwickelt wurde. Fiihren wir gleich die 
Bezeichnungen ein, urn uns kurz ausdriicken zu konnen. Zunachst 
delinieren wir einmal die sogenannte Siegelsche Halbebene H,. Sie besteht 
aus allen komplexen n-reihigen (n > 1) symmetrischen Matrizen. 
Z = X+ iY wobei Y die Matrix einer positiv deliniten quadratischen Form 
ist. X, Y reelle Matrizen. Es wird nun die symplektische Gruppe 
Sp(n, R) 
eingefiihrt, bestehend aus allen 2n-zeiligen Matrizen (A, B, C, D reell) 
welche die Gleichung erfiillen 
M’JA4 = J 
wobei J= ( _“, f) ist (E Einheitsmatrix) und es werden nun die Transfor- 
mationen der Halbebene betrachtet, 
Z+M(Z)=(AZ+B)(CZ+D)-‘. 
Das zahlentheoretische Element kommt nun dadurch hinein, da13 man 
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Sp(n, Z) betrachtet, wobei also A, B, C, D ganzzahlige Matrizen sind. Diese 
Untergruppe der Siegelschen Modulgruppe I-, ist diskontinuierlich in H, 
und besitzt einen Fundamentalbereich. Meist beniitzt Siegel den folgenden 
Fundamentalbereich F(r,) IDet(Clzl + D)l 3 1, Y reduziert nach 
Minkowski, (xkLI d 4. Wie Siegel bemerkt, hat schon Picard diese Gruppe 
f,, ins Auge gefaBt, aber nicht weiter verfolgt, wohl deshalb, weil die Trans- 
formationsformel nicht linear ist. Bevor ich weiter auf die Siegelsche 
Modulgruppe eingehe, sei nur auf die grol3e Arbeit Nr. 41, in der die 
geometrischen Eigenschaften der symplektischen Gruppe studiert wird, 
hingewiesen. Er fiihrt in H,, das Bogenelement ds2 = Sp( Y- ’ dZ Yp ’ d2) 
ein. Das Volumselement ist 
dXdY 
“=(Det ,)?l+l. 
Siegel bestimmt die Kroneckersche Kriimmung als rationale Zahl mit Hilfe 
des verallgemeinerten Satzes von Gaul3 und Bonnet, wie sie von Allen- 
diirffer und unabhlngig davon von Fenchel aufgestellt wurde (damit kann 
die Eulersche Charakteristik von F(T,) bestimmt werden). Es sei noch 
bemerkt, da13 Siegel in seinem Buch iiber die Himmelsmechanik 1956 auf 
die Bedeutung der symplektischen Gruppe in der Mechanik, insbesondere 
in der Theorie der kanonischen Transformationen als erster hingewiesen 
hat. In der Arbeit Nr. 41 behandelt er verschiedene diskrete Untergruppen 
und ihre Charakterisierungen, aber darauf sol1 jetzt nicht naher 
eingegangen werden, sondern wir beschranken uns auf die Siegelsche 
Modulgruppe. Er definiert nun unter einer Modulform n-ten Grades vom 
ganzzahligen Gewicht k30 jede holomorphe Funktion (beschrankt im 
Fundamentalbereich) mit der Eigenschaft 
f(M(Z))=det(CZ+D)+“f(Z) fiir alle M aus Sp(n, Z). 
Es wurde erst spater von M. K&her, 1954, erkannt, dalj man diese 
Bedingung in der Klammer fur n > 1 weglassen kann, Siegel zeigt nun 
folgende Sltze: 
1. Die Modulformen mit gegebenem Gewicht k bilden einen 
endlichen Vektorraum von der Dimension O(k”(“+ ‘)‘*). 
2. Je n(n + 1)/2 + 2 Modulformen (sie kijnnen such von 
verschiedenem Gewicht sein), sind algebraisch abhangig. 
3. Die Eisensteinreihe (absolut konvergent fur k > n + 1 nach einem 
Satz von He1 Braun) 
E:(Z) = 1 Det(CZ+ D)-k 
IC.Dl 
ist Modulform f0 vom Gewicht k. 
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Er definiert nun Modulfunktionen als Quotienten von Modulformen 
gleichen Gewichts und zeigt, daQ sie einen algebraischen Funktionenkorper 
vom Transzendenzgrad n(n + 1)/2 bilden. Dies wird mit Hilfe der 
Eisensteinreihen gezeigt. Das Problem, das sich in der weiteren Forschung 
ergeben hat, war, diese Modulfunktion funktionentheoretisch zu 
charakterisieren. 
Dies ist nun durch eine Reihe von wichtigen Arbeiten von verschiedenen 
Mathematikern geschehen. 
Ich erlaube mir nur einige Namen anzufiihren: z.B. W. L. Baily, A. Borel, 
H. Grauert, U. Christian, I. Satake, J. P. Serre und Siegel selbst, wobei 
verschiedene Kompaktifizierungen beniitzt wurden, bis sich dann 
herausstellte, da0 sich diese an sich enorm wichtigen Dinge fur die 
Charakterisierung der Modulfunktionen als nicht notwendig erwiesen 
haben; Sie sind fur n > 1 meromorph, r,-invariante Funktionen (Arbeit 
Nr. 7.5, 1960). 
Man kann vielleicht ganz grob sagen, dal3 es ein wichtiges Ziel in der 
Funktionentheorie mehrerer Variabler ist, aus der analytischen 
Abhangigkeit von meromorphen Funktionen auf die algebraische 
Abhangigkeit zu schliel3en. Siegel selbst setzte in den fiinfziger und 
sechziger Jahren seinen Ehrgeiz darin, in miiglichst elementarer Weise, 
ohne Bentitzung von tiefliegenden Satzen aus der Funktionentheorie von 
mehreren komplexen Variablen, diese Resultate, wie sie z.B. von Serre 
gefunden wurden, zu beweisen. So sagt er in einer Arbeit (Nr. 64, 1955) 
iiber den Satz von Serre (Es sei M eine kompakte analytische Man- 
nigfaltigkeit von n komplexen Dimensionen, K der K&per der auf M ein- 
deutigen meromorphen Funktionen. Dann sind je n + 1 Funktionen 
algebraisch abhangig. Sind f,..., f, algebraisch unabhlngig, dann ist 1y eine 
endliche algebraische Erweiterung von C(f, ,..., f,,): Er llrjt sich in einer 
Kollegstunde bequem vortragen. Es sei noch bemerkt, da8 die 
Modulfunktionen, die bei Siegel in der Theorie der quadratischen Formen 
auftreten, nicht zur vollen Modulgruppe gehoren, sondern zu einer 
Kongruenzuntergruppe. Ohne auf die umfangreichen Theorien, die durch 
diese Arbeiten von Siegel entstanden sind, einzugehen, sei auf das 
ausfiihrliche Referat von H. Klingen, das in den Jahresbericht der DMV 
1983 erschienen ist, verwiesen. 
Ich miichte besonders auf die Fourierentwicklung 
e:(z)= c a(T) e 2ni Sp( TZ) 
T positiv semidefinit 
der Eisensteinreihen hinweisen. Die KoefIizienten a(T) sind rationale 
Zahlen, wie Siegel entdeckt hat. Ihre Nenner wurden von Witt und Siegel 
selbst untersucht. In diesem Zusammenhang mochte ich such auf die 
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[-Funktionen indeliniter, quadratischer Formen hinweisen, die Siegel in 
mehreren Arbeiten studiert hat. 
Siegel hat sich such mit anderen diskontinuierlichen Gruppen beschaftigt 
und such zur allgemeinen Theorie dieser Gruppen wichtiges beigetragen. 
Auch auf diesen Gegenstand will ich nicht naher eingehen, aber eine kleine 
Arbeit (Nr. 56) sei hervorgehoben, die an einen Satz von J. Nielsen 
anschlieBt, sie ist 1940 erschienen und sie besagt, darj eine nichtabelsche 
Gruppe F von Transformationen (a: + h)/( c + d), welche das Innere des 
Einheitskreises (E) in sich iiberfiihren und abgesehen von der Einheit aus 
hyperbolischen Transformationen bestehen, notwendigerweise im 
Einheitskreis diskontinuierlich ist. 
7. HIMMELSMECHANIK 
Wie schon in der Einleitung gesagt, hat sich Siegel immer fur 
Astronomie, besonders fur Himmelsmechanik und fiir die Hamilton- 
Jacobische Theorie, interessiert, allerdings war sie zunachst AnlaB fiir ein 
MiBgeschick. Er hatte sich Runge, der damals nurmehr 
Mathematikvorlesungen hielt, soviel ich weil3, der aber such durch seine 
physikalischen Untersuchungen bekannt ist, als Priifer gewiinscht und 
hatte erwartet, da13 er in theoretischer Physik gepriift werde, besonders in 
Hamilton-Jacobischen Theorie, in der er so gut vorbereitet war. Tat- 
sachlich priifte ihn Runge nur nach physikalischen MaBkonstanten und 
numerischen Daten, auf die Siegel in keiner Weise gefaDt war; nach den 
Akten sol1 Runge indigniert gewesen sein, daB er iiberhaupt als 
physikalischer Priifer fungieren sollte. Wie es such sein mag, diese Priifung 
bewirkte, dal3 das gesamte Rigorosum mit “rite” beurteilt wurde, statt wie 
Siegel gehofft hatte mit “cum laude.” Aber ghicklicherweise hat dies Siegel 
nicht davon abgehalten, sich weiterhin mit Himmelsmechanik zu beschaf- 
tigen. 1936 bestimmte er in der Arbeit Nr. 23 alle algebraischen Integrale 
des restringierten Drei-K&per-Problems. Als Vorbild diente ihm der Satz 
von Bruns, der ja beim allgemeinen Drei-Korper-Problem gezeigt hatte, 
da8 ausser den zehn bekannten algebraischen Integralen (Schwer- 
punktsatze, Flachensatze, Energiesatz usw.) keine weiteren algebraischen 
Integrale vorhanden sind. Daraus folgt aber nicht das Resultat von Siegel 
in der zitierten Arbeit, weil es beim eingeschrankten Drei-Korper-Problem 
noch ein elftes, das sogenannte Jacobische Integral gibt. (Bei dem 
eingeschrankten DreiiKorper-Problem lindet bekanntlich die Bewegung in 
einer Ebene statt, wobei zwei Korper sich auf einem Kreis bewegen und der 
dritte Korper die Masse 0 hat). 1941 behandelte er im AnschluB an die 
Arbeit von Sondmann 1907 den DreierstoD und zeigte, da13 sich die 
Lijsungen nach Potenzen von t - t, (t die Zeit), wo die Exponenten 
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ganzzahlige Vielfache von 3 sind entwickeln la&. Uber seine Arbeiten in der 
Himmelsmechanik schrieb er sogar einen popularen Artikel in der Amer. 
Math. Monthly 1948. 1951 veriiffentliche er in dem Band, der zum 75. 
Geburtstag von Erhard Schmidt erschienen ist, eine Arbeit mit dem Titel 
“tfber oeriodische Losungen im ebenen Drei-Kbrper-Problem.” 
Er gab eine Moditikation der Hillschen Theorie des Mondes. Er erzielte 
eine grobe Vereinfachung dadurch, da8 er die Entwicklung nach 
trigonometrischen Funktionen durch eine Potenzreihenentwicklung ersetzte 
und in ganz genialer Weise die Cauchysche Majorantenmethode anwen- 
dete. In der Arbeit Nr. 39, 1942 beschaftigte er sich mit der sogenannten 
Schrbderschen Funktionalgleichung: 1st f(z) eine Potenzreihe von der 
Gestalt a, z + azzZ + . +, welche einen positiven Konvergenzradius 
besitzt, dann sucht man eine Reihe q(t) = l+ Cz==2 cktk (Schrodersche 
Reihe), sodal 
da, 5) =.f(dO). 
Wenn a, nicht vom Betrage 1 ist, dann war es schon lange bekannt, daB 
diese Schrbdersche Reihe konvergent ist. So war nur der Fall offen, da13 a, 
von der Gestalt e2%jsr ist. Dabei ist CI irrational, G. Julia hatte die Ver- 
mutung ausgesprochen, da13 in diesem Fall die Schrodersche Reihe 
divergent ist und ein Schiiler von Birkhoff, Pfeifer, hatte dies an einem 
Beispiel such nachgewiesen. Der deutsche Mathematiker H. Cremer, 
Professor in Aachen, durch seine mathematischen Gedichte wohl bekannt, 
hatte sich jahrelang damit beschaftigt. diese Vermutung zu beweisen und er 
hatte in den Mathematischen Annalen 115, 1938 ein Kriterium fur a, 
aufgestellt, mit der Eigenschaft, da13 die zugehorige Schrodersche Reihe 
divergent war. Siegel erkannte sofort, darj diese Bedingung mit der 
Bedingung gleichbedeutend war, da13 c( eine Liouvillesche Zahl ist. Solche 
Zahlen waren ihm ja aus seinen Anfangsarbeiten wohl vertraut. Er nahm 
nun an, CI sei keine Liouvillesche Zahl und zeigte, da13 die zugehorige 
Schrodersche Reihe konvergent ist, damit war gezeigt, dab die Vermutung 
von Julia falsch ist. Er stellte sich nun die griiI3ere Aufgabe, solche 
Voraussetzungen such in der Himmelsmechanik, wo das Problem der 
kleinen Nenner auftritt, anzuwenden. Seine Untersuchungen hatte er in 
seinem Buch iiber die Himmelsmechanik zusammengestellt. Der volle 
Erfolg stellte sich erst durch die Arbeiten von Kolmogorow, Arnold und 
Moser ein. 
Von den Arbeiten, die die allgemeine Theorie der Mechanik betreffen, 
mochte ich nur aufzlhlen die Arbeit Nr. 37 “Uber die Integrale kanonischer 
Systeme” und die Arbeit Nr. 52 “Uber Differentialgleichungen auf dem 
Torus,” im AnschluB an Denjoy. Siegel hat sich drei Ziele gesetzt: (1) die 
Stabilitat von Losungen von Differentialgleichungen in der Nahe einer 
Gleichgewichtslage zu untersuchen, vor allem gelang es ihm, manche 
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Behauptungen, die Cherry 1926 ohne stichhaltige Beweise aufgestellt hat, 
zu beweisen, dann war er bemiiht, periodische Losungen von Differen- 
tialgleichungen zu studieren und das gilt vor allem fur die vorletzte Arbeit 
Nr. 98. Dann studierte er die ganze Mannigfaltigkeit der Losungen in der 
Nahe einer Gleichgewichtslage. Vorbilder waren fur ihn: Bohl, Perron, 
Poincari, und Ljapunow. Ich will hier auf Details nicht weiter eingehen, 
Weiter hat einer seiner letzten Schiiler, H. RuBmann, eine genaue 
Beschreibung der Siegelschen Arbeiten in den Jahresberichten Bd. 85 der 
DMV 1983 gegeben. 
8. SCHLUSSBEMERKUNGEN 
Ich bin nun am SchluD meines Berichtes iiber die Arbeiten Siegels 
angelangt. Es konnten nur Andeutungen iiber sein Werk gegeben werden, 
vieles mu&e unberiicksichtigt bleiben. Siegel strebte in seinen Arbeiten eine 
miiglichst abgeschlossene Darstellung an, er sagte immer, ein Werk miisse 
reifen. Obwohl er ein Schiiler von Landau war, pflegte er eigentlich nicht 
den sogenannten 2. Landau-Stil: Voraussetzung, Behauptung, Beweis. 
Ich glaube, da13 fur ihn der Stil von I. Schur Vorbild war. 
Ich mijchte jetzt noch ein wenig iiber seine Vorlesungen sprechen, und 
zwar miichte ich die Vorlesung erwahnen, die er 1945 gehalten hat, wo er 
den 8-Satz beweist, den Weierstral3 und Riemann ohne Beweis aufgestellt 
hatten. Poincare und Wirtinger hatten einen Beweis skizziert. Appel hatte 
fur den Fall n = 2 schon einen vollstandigen Beweis gegeben, Siegel gab 
nun einen allgemeinen Beweis fiir diesen Satz, Conforto einen anderen 
Beweis, es handelt sich hier urn die Auflosung eines Systems von Differen- 
zengleichungen. 
Ich miichte aber such noch einige Vorlesungen, die Siegel am Tata- 
Institut gehalten hat, hervorheben: 
( 1) On Quadratic Forms 1984. 
(2) On Advanced Analytic Number Theory 1980. 
(3) On Riemann Matrices 1963. 
Man hiirt jetzt schon manchmal, da13 das Werk von Siegel outdated ist, 
dasselbe hat man nach dem Tod von Poincart, aber such bei Hecke gesagt: 
Wie lebendig ist es jetzt? Ich bin davon iiberzeugt, da13 das Werk von 
Siegel noch fur viele Generationen eine Fundgrube von Ideen sein wird, 
das gilt nicht nur fur seine Arbeiten, sondern such fur seine Vorlesungen 
und Biicher. 
